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Об одном способе преследования по позиции в линейных 

дифференциальных играх 

А.Т.Рахманов 

Ташкентский Университет Информационных Технологий, Ташкент, 

Узбекистан 

В дифференциальной игре участвуют два игрока: первый игрок, так 

называемый преследователь, и второй игрок, убегающий. В результате возникают 

две задачи: 1) задача преследования; 2) задача убегания. Преследователь стремится 

как можно быстрее привести управляемый "объект" на определенное заданное 

множество, выбирая свое управление )(tu  в текущие моменты времени 0t , в то 

время как убегающий противодействует этому, выбирая свое управление )(tv . При 

этом, важную роль играет информация, на основе которой игроки строят свое 

управление. Для построения управления в каждый момент времени 0t  

преследователю (убегающему) либо разрешается использовать информацию о 

текущем положении игроков и значение управления убегающего (преследователя), 

либо только информацию о текущем положении игроков. В первом случае говорят, 

что преследование (убегание) осуществляется с дискриминацией убегающего 

(преследователя), а во втором случае говорят, что преследование (убегание) 

осуществляется позиционно, то есть без дискриминации убегающего 

(преследователя). 

 Задачи преследования и убегания в  дифференциальных играх с различными 

ограничениями на управления и информационными возможностями исследованы 

во многих работах, например[1-21]. Из них в [4-5] рассматриваются позиционные 

дифференциальные игры по формализации Н.Н. Красовского, в [11] предложены 

модификация первого прямого метода преследования без дискриминации 

убегающего, в [12] решена линейная дифференциальная игра преследования на 

основе алтернированного интегрирования без дискриминации убегающего игрока, 

в [6,16,18] получены  достаточные условия для возможности завершения 

преследования по позиции в линейных дифференциальных играх,  в [19] предложен 

один способ убегания по позиции. 

Настоящая работа посвящена исследованию и решению задачи преследования 

для линейных дифференциальных игр, в случае когда управление преследования 

строится только на основе информации о позициях игроков в определённые 

моменты времени. Получены  достаточные условия завершения  преследования из 

всех начальных положений за конечное время. 
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Пусть в n -мерном евклидовом пространстве    nR  движение преследователя x  

и убегающего y  описываются соответственно следующими уравнениями,  

 

        uAxx    ,                                                       (1) 

 

                          vByy    ,                                                       (2) 

 

где nRyx , - фазовое состояние игроков, BA,  постоянные квадратные  матрицы 

порядка n , 1n , QvPu  , -управляющие параметры преследователя и 

убегающего соответственно, QP ,  - компакты из  nR . В nR задано терминальное 

множество 10 MMM  , где 0M - линейное подпространство из nR ,  1M - 

подмножество L - ортогонального дополнения  0M  в  nR , c непустой  

внутренностью  относительно L .  

 Так как 1int M Ø, то существуют числo 0 , вектор 1Mm  , такие, что 

1MmS  ,  где S – единичный замкнутый шар подпространства L  с центром в 

нуле.  

Далее, для начальных точек MxyRyx n  0000 ,, , определяем число  








 



00 xym

k


  , где   m -означает целую часть числа m . 

          Определение 1. Измеримые функции  ),(tuu   )(tvv  ,  t0 ,  со 

значениями из множеств QP ,   соответственно, будем называть допустимыми 

управлениями преследователя и убегающего. 

Определение 2. Измеримая, допустимая функция 

,0),,,,...,,,()( 00

10  tyxttttUtu k где,  ktttt ...210  - некоторые положительные 

числа,  называется позиционной стратегией преследующего игрока, если система 

уравнений 

 

                ),,,...,,,( 00

10 yxttttUAxx k ,)0( 0xx      

 

имеет единственное абсолютно непрерывное решение .0),( ttx   
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Определение 2. Будем говорить, что в дифференциальной игре (1), (2) из 

начальных точек MxyRyx n  0000 ,, , разрешима задача преследования в классе 

позиционных стратегий за время T , если можно построить такую позиционную 

стратегию преследователя  ),,,,...,,,()( 00

10 yxttttUtu k Tt 0 , что для любого 

допустимого управления убегающего ),(tvv   Tt 0 ,  решения )(),( tytx , Tt 0 , 

соответствующих задач Коши 

 

 ),,,,...,,,( 00

10 yxttttUAxx k       0)0( xx   ,                 (3) 

 

 )(tvByy  ,      0)0( yy                                                  (4) 

 

удовлетворяют  соотношению MTxTy  )()( . 

            

Если  ),(tuu   )(tvv  ,  t0 , произвольные допустимые управления игроков,  

то для решений задач Коши  (3), (4) соответственно имеем   

 dutxttx

t

)()()()(
0

0    ,   

t

dvtytty
0

0 )()()()(   ,      (5)      где,  

.0),exp()(),exp()(  tBttФAtt    

Через π  обозначим оператор ортогонального проектирования из nR  на  L   и 

переходим к формулировке результата. Введем многозначные отображения    

LRxU n ],0[: ,  PdtxtmxtU

t

 
0

)()(),(  , 

LRxV n ],0[:  ,  QdtФytФytV

t

 
0

)()(),( , 0t ,   (5)     

где MxyRyx n  ,, -некоторые точки. Из компактности множеств QP ,  следует 

компактнозначность многозначных отображений  ),( xtU , ),( ytV . Определим время  

00 t   когда впервые выполняется включение ),()( 00 xtUytФ  . Если такого 00 t  не 

существует, то положим  .0 t   
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       Пусть минимум расстояния aytФ )(   по  ),( xtUa  достигается в точке  

,),()(,)( xtUtxtxà    максимум расстояния  )(txb    по  ),( ytVb  достигается в 

точке  ),()(,)( ytVtytyb   . Из компактнозначности многозначных отображений  

),( xtU , ),( ytV , 0t , следует существование  точек минимума ,),()( xtUtx   и 

максимума ),()( ytVty  при фиксированном 0t . 

Предположение 1. Для каждой паре точек Mxyyx ,),(  , существует 

момент  0),( tyxtt  , при котором выполнено неравенство         

 .)()(  

 xymtxty                                          (6)  

 

Теорема 1. Пусть выполнено предположение 1. Тогда в игре (1)-(2) из всех 

точек Mxyyx ),,( , разрешима задача преследования в классе позиционных 

стратегий за конечное время.  

Предположение 2. Существует натуральное число 1r  , такое что, для  

каждой паре точек Mxyyx ,),(  , существуют момент  0),( tyxtt  , при котором 

выполнено неравенство         

 .)()(
r

xymtxty


 

                                          (7)  

 

Теорема 2. Пусть выполнено предположение 2. Тогда в игре (1)-(2) из всех 

точек Mxyyx ),,( , разрешима задача преследования в классе позиционных 

стратегий за конечное время.  

Предположение 3. Для натурального числа 1r  ,   каждой паре точек 

Mxyyx ,),( , существуют момент  0),( tyxtt  , при котором выполнено одно из 

неравенств  (6) или (7). 

 Теорема 3. Пусть выполнено предположение 3. Тогда в игре (1)-(2) из всех                              

точек Mxyyx ),,( , разрешима задача преследования в классе позиционных 

стратегий за конечное время. 

Доказательство теоремы 1. Пусть Mxyyx  0000 ),,( -произвольные точки. 

Тогда в силу условия (6) предположения1 существует момент 00011 ),( tyxtt  , для 

которого верно неравенство ,)()( 00111

1  

 xymtxty   здесь )( 11 tx   такая 

точка из ,),( 01 xtU  в которой достигается минимум расстояния  aye
Bt

0
1   по  

),( 1 xtUa  , )( 1

1 ty   такая точка из ,),( 01 xtV  где достигается максимум расстояния  

)( 11 txb    по  ),( 01 xtVb .   
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По определению числа k  существует число   11 0, , такое, что 

.100   kxym     

Согласно определению 2, преследователь для построения своего управления 

может использовать только информацию о значениях )(),( tytx . Поэтому, выбирая 

допустимое управление 10,)( ttPtu  , и тем самим определяя 

10),,()( ttxtUtх  , он старается минимизировать значение функции 

)()( 01 txytФ     в момент 
1t . А убегающий используя информацию о значениях 

)(),(),( tytxtu  должен построить свое допустимое управление так, чтобы проекция 

решения )(ty  находилась бы в каждый момент времени 0t  на максимально 

удаленной точке от множества  PdtxtmxtU

t

 
0

)()(),( . В частности, в 

момент 1t  для состояния убегающего возможно два случая: a) )()( 1

*1

1 tyty  ; b) 

)()( 1

*1

1 tyty  . Поэтому, учитывая определения точек )(),( 1

*1

1*1 tytх  имеем:  

в случае a) 

                  )()()()( 111

*1

111 txtytxty     ,                                         (8)   

в случае b) 

                  )()()()( 111

*1

111 txtytxty      .                                         (9)   

Далее, рассмотрим уравнение  

           mxttxdut

t

  01111

0

)()()()(
1

                                  (10) 

относительно неизвестной вектор-функции 10,)( ttPtu  . Из включения 

,),()( 0111 xtUtx   следует существование решения уравнения (10)  и согласно лемме 

Филиппова [22], оно является измеримой функцией. Измеримое решение 

уравнения (10) обозначим через 11 0),( tttu  . В (3) положим 11 0),( tttuu  , и 

считая ,0),( 1tttvv  произвольной измеримой функцией со значениями из  Q , 

используя формулы (4) и неравенства (8),(9) для решений имеем 

  
11

0

11

0

1010111 )()()()()()()()(

tt

dttuttdttvttФxtytmtxtym       

= )()()()( 11

0

101

1

txdttvttФyt

t

    00111

*1 )()( xymtxty  .                     (11) 
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Таким образом, в момент ),( 001 yxt  для решений (4) соответствующих задач Коши 

(3)  верно оценка (11). Теперь ),( 001 yxt  берем за начало игры и по точке 

)(),( 1

1

01

1

0 tyytxx   и определим многозначные отображения ),,( 1

0xtU  ),( 1

0ytV  с 

заменой в (5) x  на 1

0x  , y  на 1

0y  соответственно. Также как и выше определим 

момент 01

0 t  , когда впервые выполняется включение ),()( 1

0

1

0

1

0

1

0 xtUytФ  . Если 

такого 1

0t  не существует, то положим 1

0t  . Далее, используя условие 

предположения 1 определим момент  1

0

1

0

1

022 ),( tyxtt   , для которого верно 

неравенство ,)()( 1

0

1

0212

1  

 xymtxty  здесь )( 21 tx   такая точка из 

,),( 1

02 xtU  в которой достигается минимум расстояния  aye
Bt

1

0
2   по  ),( 1

0xtUa  ,  

)( 2

1 ty   такая точка из ,),( 1

02 xtV  в которой достигается максимум расстояния  

)( 21 txb    по  ),( 1

02 xtVb .  

Рассмотрим уравнение  

           mxttxdut

t

 
1

02212

0

)()()()(
2

                                    (12) 

относительно неизвестной вектор-функции 20,)( ttPtu  . Из включения 

,),()( 1

0221 xtUtx   следует существование решения уравнения (12)  и согласно лемме 

Филиппова [22] оно является измеримой функцией. Измеримое решение уравнения 

(12) обозначим через 22 0),( tttu  . В (3) положим 22 0),( tttuu  , и считая 

,0),( 2tttvv   произвольной измеримой функцией, используя формулы (4) и 

оценку (11), для решений имеем 

 
22

0

22

0

2

1

02

1

0222 )()()()()()()()(

tt

dttuttdttvttФxtytmtxtym     

= )()()()( 21

0

2

1

02

2

txdttvttФyt

t

    1

0

1

02121 )()( xymtxty   

.200  xym                                                                                                   (13) 

Таким образом, в момент ),( 1

0

1

02 yxt  для решений (4) соответствующих задач Коши 

(3) верно оценка (13). Теперь ),( 002 yxt  берем за начало игры и продолжая такой 

способ управления вектором Pu  k  раз на  k -м отрезке ktt 0 , используя оценки 

(11), (13) для решений (4) имеем 

 


kk t

kk

t

k

k

k

k

kkk dttuttdttvttÔxtytmtxtym
00

1

0

1

0 )()()()()()()()(     
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= )()()()( 2,1

0

1

0 txdttvttÔyt k

t

k

k

k

k



    



1

0

1

0,12,1 )()( kk

kkk xytxty   

1100   kkkxym  .                                                                      (14) 

 

Таким образом в момент ktt   согласно (14) верно соотношение  

11)()( MmSStxtym kk   , что влечет за собой выполнение включения 

1)()( Mtxty kk  . Этим завершается доказательство теоремы 1. 

Отметим, что теоремы 2,3 являются более общей чем теорема 1(случай 1r ) и так 

как условия (6), (7) идентичны по смыслу, доказательство теорем 2,3 можно 

провести по схеме доказательства теоремы 1, несложными изменениями.  

Пример . Рассмотрим игру с простым движением   

           ,,
.

vyux                                                       (15) 

где ,1,,,,  nRvuyx n  управляющий параметр  преследователя  u  из класса 

измеримых функций удовлетворяющих  ограничению   

 

                      u     ,                                                   (16)   

управляющий параметр убегания  v  из класса измеримых функций 

удовлетворяющих геометрическому ограничению  

                      v .                                                         (17) 

  

 Дифференциальная игра (15)-(17) считается  завершённой,  если 0,  Sxy  

, т.е.  
nRSM   .         

 Легко можно проверить, что если   

                                                                              (18) 

то для игры (15) с ограничениями (16)-(18) выполнены все условия предположений 

2,3. Поэтому для этой игры применимы  теоремы 2,3   и они дают одинаковый 

результат, а именно, если выполнено неравенство (18) , то в игре (15) с 
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ограничениями  (16)-(17)  из всех  начальных точек Mxy  00 , возможно 

завершение позиционного преследования за конечное время.  
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