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Annotation. This article is devoted to the study of algorithmic p

numbered groups from classical systems. Some properties of group, numbere

algebra, negative algebra, and positive algebra are considered. The purpose of this

article is to provide a complete classification of numbered groups and countable
separation groups.
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NOMERLANGAN GRUPPALARNING XARAKTERISTIKASI
Usubjonov Adxamjon Axadjon 0’g’li, NamDU,o’qituvchi.
Xodjiyev Bahodir G’ulomovich, NamDU,o’qitivchi.

Annotatsiya. Ushbu maqola klassik sistemalardan bo’lgan nomerlangan
gruppalarning algoritmik xossalarini o’rganishga bag’ishlangan. Bunda gruppa,
nomerlangan algebra, negativ algebra va pozitiv algebralarning ba’zi xossalari
garalgan. Ushbu maqolaning maqsadi, nomerlangan gruppa va hisoblanuvchi
ajraluvchi gruppalarni to’liq tasniflashdir.

Kalit so‘zlar: gruppa, nomerlangan gruppa, hisoblanuvchi ajraluvchi

gruppa, negativ algebra va pozitiv algebra.

XAPAKTEPUCTUKHN HOMEPHBIX I'PYIIII

Ycyo:xonoB AxxamikoH AxaakoH yriau, HamI'V,Yunres.
Xomxues baxoaup I'ynomoBuy, HamI'V,Yunrens.
HHOTauMA. [laHHAs CTaThsl MOCBSIICHA W3YYEHUIO aJITOPUTMHUYECKUX
YMEPOBAHHBIX TPYII U3 KIACCUYECKUX CUCTEM. PacCMOTpEeHbI HEKOTOpbIE
IpyHmbl, HYMEPOBAaHHOW anreOpbl, OTpHULIATEIbHOW anreOpsl U
MOJIOKUTEIbHON anreOpsl. Llenp 3TOM cTaThu-AaTh TMONHYIO KiIacCU(DHUKAIIIO
~ HyMEPOBAHHBIX IPYIII M CYCTHBIX PA3ACIUTEIBHBIX IPYIIL.

KiioueBbie cioBa: ['pymnma, HymMepoBaHHas TpYINa, BBHIYUCIUMO

OTJENMMBIX, OTPUIATENIbHAS anredpa 1 MOoJI0XKUTeNbHas anredpa.
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1
N.X.Qosimov[3] ishlarida hisoblanuvchi ravishda
algebralarning eng umumiy effektiv, strukturaviy va topol
o'rganilib, bunday algebralarning eng muhim turlari bayon qilingan.
algebralarning tabilty va muhim turlari hisoblanuvchi ravishda ajralib turadigan
bo'lib chiqdi, shu jumladan aniq bo'lmaganlar orasida negativ algebralar,
hisoblanadigan muvofiqlik panjaralari bilan pozitiv algebralar, qoldiq sonli
algebralar. Negativ nomerlash va pozitiv algebralar A.I.Maltsev[1], Yu.L.Yershov,
A.S.Morozov, S.P.Odintsov va V.L.Selivanov tomonidan har xil nuqtai nazardan
o'rganilgan. Ushbu maqolada , nomerlangan gruppa va hisoblanuvchi-ajraluvchi
gruppalar to’liq o’rganilgan.
2.Asosiy ta’rif va tushunchalar.

Ta’rif-1. Bo’sh bo’lmagan G to’plam va unda aniqlangan * binar amalga
nisbatan quyidagi aksiomalar
(G1) Va,b,c G uchun (a*b)*c=a*(b*c)
(G2) Va G,de G uchun e a=a e=a
(G3) Va G,3a' Guchuna® a=a a'=e
bajarilsa, (G,*) tartiblangan juftlikka gruppa deyiladi.

Ta’rif-2.[3] Bizga berilgan “*” binar amal aniqlangan G gruppa va
v:w—>G akslantirish uchun  shunday /* hisoblanuvchi funksiya topilib

vn*vm =V(f(n,m))

tenglik o’rinli bo’lsa, (G ,V) juftlikka nomerlangan gruppa deyiladi.
Ta’rif-3.[3] Agar V nomeratsiya negativ (pozitiv, hisoblanuvchi) bo’lsa u

,V) nomerlagan gruppa negativ (pozitiv, hisoblanuvchi) deyiladi.

. : oo 2
’rif-4.[3] V nomeratsiya pozitiv (negativ) deyiladi, agar My (@~ \1y )

vchi sanaluvchi bo’lsa.

3.Nomerlangan gruppalarning algoritmik tavsiri.
Ta’rif-5.[3] vV  nomeratsiya yechilgan deyiladi, agar 7y  munosabat
hisoblanuvchi bo’lsa.
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Nomerlangan ekivalentlik 77 = {<X,

Ta’rif-6.[4] Agar nomerlangan ekivalentlik hisoblanuvch
nomerlangan gruppa hisoblanivchi ajraluvchi deyiladi.
Quyidagi teorema shuni ko'rsatadiki, negativ gruppalar

ajraluvchi gruppalarning sodda bo’lmagan misollari hisoblanadi.

Teorema-1. Har qanday (G.V) negativ gruppa hisoblanuvchi ajratiluvchi
nomerlangan gruppa bo’ladi.

Isboti. 7,, nomerlangan ekivalentlikni vV yopilma operatorini, [ |, orqali
belgilaymiz. Ya’ni [@], opetator V - yopiq to’plamni 0’z ichiga oladigan eng kichik
to’plam va u @ ni 0’z ichiga oladi. Shuni aytishimiz mumkinki, & to’plam z
ragamni rad etsa, agar Z [@],, bo’lsa, ya’ni vz Va va ixtiyoriy @ a. va vb
bizga berilgan bo’lsin, V - yopiq, hisoblanuvchi @ to’plamni, ya’ni @ ni b dan
ajratuvchini quyidagicha hosil qgilamiz:

0-qadam: @ —{ } ﬂo {}
1-qadam: V0 va, ﬂlzﬂo {0}: al=a?;

v0 vb, a'=a° {0}, al=a® {0}.
etl-gadam: Biz a® pe ga tegishli bo'lmagan birinchi Z @ ni tanlaymiz
va tekshirishni boshlaymiz «ushbu to'plamlarning har biri Z tomonidan rad

etilganligini». Agar Z tomonidan a® rad etilsa, u holda bilamizki

ae+l —af ﬂe+1 :ﬂe {Z}

. e+l e )
ar Z tomonidan S a =« {Z} rad etilsa, agar unday bo’lmasa, u

tomonidan @¢ va a® ﬂeH B {z} rad etiladi. Ya'ni V ni

idan « z tomonidan @ (yoki B ) rad etilishi» hisoblanuvchi sanaluvchi
t.

a=Ua® p=U p°
e 0 e 0
eb hisoblaylik.
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Agar hisoblanuvchi ravishda sana
hisoblanuvchi ravishda sanaluvchi to’plam bo'lsa, u holda to'pla
Shunday qilib bunda @ J=®, « hisoblanuvchi sanalu
hisoblanuvchi sanaluvchi. U holda bu to’plam hisoblanuvchi deyiladi.

Endi tekshiramiz, ya’ni & ni V - yopiqligini. ¥ & va VO=VuU lar berilga

9

agar U<U bo’lsa, u hoda qandaydir € uchun u a®, v a® B bo’ladi. U holda

@ to’plamni keyingi bironta qadamda ¥ rad qilmaydi. Bu esa shuni bildiradiki
gandaydir e>e qadamda B¢ to’plam V tomonidan rad etiladi. Ya’ni U &. agar

U<u bo’lsauholda V & bo’ladi. Teskari holda @° tomonidan rad etilmay qoladi,

bundan u# a® Bu ziddiyat. Demak @ ham V - yopiq hisoblanuvchi to’plam
hisoblanadi. Teorema isbotlandi.

Ushbu teorema hisoblanuvchi ravishda ajratiladigan gruppalarni harakterlash
uchun kalit beradi.

Endi biz nomerlangan negativ gruppalar uchun, negativ gomomorfik tasvir
mavjudligini ko'rsatamiz.

Lemma-1. 7(a,b) eng kichik kongurensiya bo’lsa, (,) juftlikni 0’z ichiga
oladi.

Isbot. Bu atamalarning murakkabligini induktsiya bilan isbotlash oson.
Qaysiki <a,b> ni 0’z ichiga olgan ihtiyoriy kongurensiyani o’zida saglovchi 7 (,b)
ni.

Bizga 7 o’rinli f - amal berilgan bo’lsin va (a,,6,) T (a,b) uchun 0 i n.

holda shunday é€,...€¢, transversiya mavjudki ¢(a)=q;, e(b)=b. Va
ijya € ni orqali belgilaymiz f (el(x)a---e,, (x)) Ta’rifga ko’ra
)> T (a,b) tegishli bo’ladi. Ya'ni 7 (a,b) kongurensiya bo’ladi.

bot bo’ldi.

Bizga G gruppadagi asosiy to’plamnig 4,4, bo’laklashlari bo’lsin, ya’ ni

4, 4 =|4

s Ay A=
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Endi 0(4),4) kongurensiyalar to’plami

elementi 4 to’plamni biron bir elementi bilan kesishmaydi. Ya’s

0" 0(4,,4) Vxy(x A4, &y A4 —>x y@mo

Lemma-2. d b(mode*) bo’lishi uchun 7" da shunday € transversiya
mavjud bo’lishi zarur va yetarli. Yani ¢ uchun e(a) Ay&e(b) 4 yoki
e(a) A &e(d) A4 bajarilsin.

Isbot. azb(modé?*) tenglik berilgan. U holda 7(a,b) lemma-1. ga ko’ra

(4, 4) ning elementi bo’ladi, ya’ni
T(ab)N(4y4)=

Endi @ b(modé’*) deb hisoblaylik. " kongurensiya 0(4,.4) dagi eng kattasi

bo’lsa, bundan kelib chiqadiki ihtiyoriy &(4.4,) kongurensiyani moduli bo’yicha
a b bo’ladi. Shu tufayli ham

T'(a,b) 9(‘40’141)’
ya’'ni
T(a,b)N( 4y 4)

Lemma isbot bo’1di.

Teorema-2. Barcha negativ ekivalentliklar hisoblanivchi-ajraluvchi bo’ladi.
ot: | ],7 operator orqali n - yopiqlikni belgilaymiz, ya’ni bunda [0(],7
yopiq to’plam ¢ to’plamni 0’z ichiga oluvchi eng kichik to’plamdir.
ishimiz mumkinki, z natural son rad etilsa & to’plamdan, ya’ni z [a]n.
ga chekli to’plamlarning 6)),9,,... kuchli sanaluvchi to’plamlar ketma-
gi berilga bo’lsin. Bilish qiyin emaski 5 ning negativligidan « z rad etilsa o,

nidan» ushbu munosabat hisoblanuvchi sanaluvchi hisoblanadi va bu z va n
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ga bo’g’liqdir. x y(mod7) deb hisobl
quyidagi protseduraga ko’ra:
0-qadam. o = {x} pY= {y}
e+1-gadam. Eng kichik z ni tanlaymiz va u ¢ B¢ ga tegishli
so’ngra z ni har bir to’plamda rad etilishini tekshirishni boshlaymiz. Agar z rad
etilsa € to’plamdan, u holda quyidagicha deb hisoblaymiz,
a€t! =a®, ﬁe+l :ﬁe {Z}
Agar z rad etilsa 8¢ to’plamdan, u holda quyidagicha deb hisoblaymiz,
a2 = o (2}, pgetl = ge.
e+l - oxirgi qadam.
Biz ko’rsatdikki, har bir ¢ qadamimiz z ni ikkovidan biriga a® yoki B¢ tegishli
ekanligi bilan yakunlanadi. Bundan kelib chiqadiki a® va B¢ lar ixtiyoriy e uchun

aniqlangan. Mayli « = ane, p= UO S€ lar bo’lsin. z ning bu to’plamlardan qaysi
e e

biriga tegishligidan ¢ f = kelib chiqadi. Ihtiyoriy e uchun «° . n p¢ n=

kesishma bo’sh to’plamligidan o f= kesishma to’plamning bo’sh to’plam
bo’lishi kelib chigadi. Quyidagini tekshirishimiz qoldi, ya’ni & ( #) ni - yopiq

ekanligini tekshirish yetarli. # a va u=v(modzn) berilgan bo’lsin. Agar u<v

e

bo’lsa, u holda gandaydir e uchun u a¢, v a° f° gaegabo’lamiz. U holda v

rad etilmaydi « to’plam tomonidan hech bir qadamda. Demak v rad etiladi S
tomonidan qandaydir qadamda, ya'ni e' >e va v o Agar u>v bo’lsa, bundan
bo’ladi, sababi & to’plam tomonidan rad etilmadi, aks holda # « bo’ladi.

diyat.

losa, o n - yopiq hisoblanuvchi to’plamdir, x ni y dan ajratadi.

isbot bo’1di.
Endi asosiy teoremalarni ketirib o’tamiz.
Teorema-3. Nomerlangan gruppa hisoblanuvchi-ajraluvchi bo’lishi uchun

negativ gruppaga approksimatsiyalanishi zarur va yetarlidir.
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Isbot. Bizga (G,v) - hisoblanuvch

bo’lsin. G gruppada amal v nomeratsiyani saqlasin. Endi bi

Ax.e(x,a) shunday bir o’rinli hisoblanuvchi funksiyaga aytila

termal amaldir, unda har bir belgi F dan olingan hisoblanuvchi funksiy

izohlanadi, G gruppadagi mos keluvchi amallarni 0’z ichiga oladi. @a ihtiyorty

bo’lgan natural sonlar juftligi. Ko’rinib turibdiki, barcha transversiyalar to’plami
hisoblanuvchidir.
Bizga vm wvn berilgan bo’lsin, u holda shartga ko’ra v - yopiq

hisoblanuvchi & to’plam mavjud bo’ladiki, bunda m «, m ®\a. Bizga 4,=va,
A4 =v(w\a) berilgan bo’lsin. Oldingi lemmalarni ko’rib chiqgan holda O(AO,Al)

to’plamdagi eng katta @* kongurensiyani qaraymiz. Ko’rsatamizki, aynan 6*
negativ kongurensiya borligini, qaysiki G gruppani moduli har hil bo’ladigan vm

va vn elementlarini.
0'={<x,y>/EIe T, e(x)&e(y) o\a e(x) o\a&e(y) o }
to’plamni ko’rib chigamiz. Lemma-2. ga binoan bizda mavjud:
VX vy(mode*) (x,y) o©.
Shunday qilib vm,vn elementlar negativ ™ kongurensiya orqali ajratiladi.
Aksincha, bizga berilgan nomerlangan (G,v) gruppa negativ gruppaga yaginlashsin.

Agar vm vn bo’lsa, shartga ko’ra shunday negativ (Gp ,u) gruppa mavjud

bo’ladiki, gomomorfizm ¢:G — G, va hisoblanuvchi funksiya f mavjud bo’ladiki,
da pvm @vn, ev=uf. Mayli u - yopiq o hisoblanuvchi to’plam mavjud
u f(m) ni f(n) dan ajratsin. U holda f™'(a) to’plam v - yopiq
vchi to’plam bo’ladi va m ni n dan ajratadi.

1sbot bo’ldi.
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